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LUCRAREA 5
FILTRE CU RASPUNS INFINIT LA IMPULS

5.1. Proiectarea filtrelor analogice

Functia de transfer a unui filtru analogic de ordinul N este:
M
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Raspunsul in frecventd (la frecvente fizice) este functia de sistem evaluata
pe axa imaginard a planului S. Proiectarea unui filtru analogic constd in

determinarea coeficientilor c;,d;, care conduc la optimizarea pdtratului modulului

functiei de transfer \Ha(jQ)\2 , in conformitate cu un anumit criteriu de minimizare
a erorii dintre functia doritd (functia de aproximat) si cea realizatd (functia
aproximantd). Se lucreazi cu ‘Ha(jQ)‘2 (si nu cu |H,(jQ)|) pentru ci este o
functie rationala.

Filtre analogice de tip Butterworth

Raspunsul in frecventa al unui filtru analogic trece jos de tip Butterworth de
ordinul N si frecventa de taiere Q,este dat de expresia:

1

o 2N
1+ —

Qt
Acesta realizeaza o caracteristica de tip maxim plat la Q=0 in sensul ca

primele 2N —1 derivate sunt nule la =0. La Q=¢,, indiferent de ordinul N,
patratul modulului este 1/2. Cresterea lui N conduce insa la ingustarea zonei de

H.(Q) = 5:2)

tranzitie. Caracteristica ‘Ha(jﬂ)‘2 realizeaza o aproximare de tip maxim plat si la
(2 — oo, pentru aceasta frecventa toate derivatele fiind nule.
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Filtre analogice de tip Cebisev I

Filtrele Cebisev de tipul I sunt filtre polinomiale (de tipul numai cu poli),
avand o caracteristicd de modul cu ripluri egale in banda de trecere si monoton
descrescdtoare in banda de oprire. Dintre toate filtrele polinomiale de ordinul N,
filtrele Cebisev de tipul I au zona de tranzitie cea mai ingusta.

Pentru un filtru analogic trece jos de tip Cebisev I de ordinul N si cu
frecventa limita superioara a benzii de trecere Q,, patratul modulului functiei de

transfer este dat de relatia:

) 1
H,(jQ) =

1+&°Cf (Qj
Qe

in care C, (x) este polinomul Cebisev de ordinul N :

(5.3)

cos(Ncos™x) ,pentru |x/<1
Cy(X)= (5.4)
cosh(Ncosh™x) ,pentru |x|>1
In banda de oprire, caracteristica monoton descrescitoare a modulului

functiei de transfer realizeaza o aproximare de tip maxim plat a valorii ideale zero,
deoarece toate derivatele sale se anuleaza pentru 2 — .

Filtre analogice de tip Cebisev I1

Filtrele Cebisev de tipul II realizeaza o aproximare in sens Cebisev a
modulului functiei de transfer in zona de oprire, modulul descrescand monoton in
zona de trecere,

Pentru un filtru analogic trece jos de tip Cebisev II de ordinul N si cu
frecventa limita inferioara a benzii de oprire Q,, patratul modulului functiei de

transfer este dat de relatia:

1+ £2C2 (ij 1+ £2C2 (ij
0 Q

in care C (x) este polinomul Cebisev de ordinul N (vezi relatia 5.4):

22 Q
2 1 ECN(ij
H, (i) =1- (5.5)
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Filtre analogice de tip eliptic

Filtrele eliptice (denumite si filtre Cauer) au o caracteristici de modul cu
ripluri egale in ambele benzi de trecere si de oprire, motiv pentru care se mai
numesc si filtre echiriplu.

Pentru un filtru analogic trece jos de tip eliptic, de ordinul N, patratul
modulului functiei de transfer este dat de relatia:

Y 1
H. (1) = ————
Ha(i) 1+ &°F(Q)
unde functia rationala Cebisev F_(Q), introdusa pentru prima datd de Cauer in

(5.6)

teoria circuitelor liniare, se exprima astfel:

N
S oo
11_[ Q'4 ,pentru N = par
i=1 2
-y
Fn (Q) = (5.7)
N-1
2 02 2
CZHQ - ,pentru N =impar
i=1 QZ _72
Qi

Filtrele eliptice sunt considerate optimale, in sensul ca, pentru un acelasi
ordin N si aceleasi frecvente limite Q, si Q,, realizeaza cele mai mici ripluri in

benzile de trecere si de oprire comparativ cu toate celelalte tipuri de filtre.
Datele de gabarit pentru filtrele analogice (exemplificare pentru un FTJ)

H,(jQ)|4
1

A

1- A,
1/ 2] 77T L
Y — i — o~
0 Q, Q, O
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Se considera ca:

- zona de trecere efectivd variaza intre valoarea maxima 1 si valoarea minima
1-A;

- zona de blocare variazd intre 0 51 A ;

- Q,,Q,,Q, reprezinta in ordine frecventa de trecere efectiva, frecventa de oprire
efectiva si frecventa de taiere teoretica, exprimate in radiani/secunda.

Uzual la proiectare aceste performante sunt date in dB, sub forma atenuarii
maxime in bandd de trecere efectiva, a,, si a atenudrii minime in zona de oprire
efectiva, a,,:

ay =—20lg(1-A,) (5.8)

ap, =—201g(Ay) (5.9)
5.2.1. Proiectarea filtrelor analogice folosind functii MATLAB

A. Determinarea ordinului si frecventei de tdaiere pornind de la conditiile de
gabarit

Functille MATLAB buttord, cheblord, cheb2ord si ellipord
permit determinarea ordinului minim si a frecventei de taiere pentru tipurile de
filtre analogice prezentate anterior (in ordine: Butterworth, Cebisev I, Cebisev II si
eliptice), pornind de la specificatiile de gabarit.

Sintaxa generald:

[n,Wn]=nume_ functie (Wp,Ws,Rp,Rs,’'s’)

e nume functie poate fi oricare dintre functiille buttord, cheblord,
cheb2ordsiellipord,

e Rp reprezintd dimensiunea riplului (exprimatd in dB) din banda de trecere
(atenuarea maxima din banda de trecere) iar Rs reprezinta dimensiunea riplului
(exprimata in dB) din banda de oprire (atenuarea minima din banda de oprire);

e Wp si Ws sunt frecventele limita ale benzilor de trecere si de oprire; ele vor fi
exprimate in radiani/secunda si vor fi mai mari ca 1; in cazul filtrelor trece
banda si opreste banda Wp si Ws vor fi vectori cu doud elemente;

e /s’ indica faptul ca este vorba de un filtru analogic;

e Se Vor returna:
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1) ordinul minim n (vezi relatia (5.23)) al unui filtru analogic de tipul
corespunzdtor dat de nume functie, ce satisface conditiile de gabarit impuse
prin Wp, Ws, Rp, Rs;

2) frecventa de taiere Wn (frecventa la 3 dB) a aceluiasi filtru; in cazul filtrelor
trece banda si opreste bandd Wn va fi un vector cu doud elemente deoarece
aceste filtre prezinta doua zone de taiere.

Ordinul filtrului analogic n si frecventa sa de taiere Wn, ce constituie
argumentele de iesire ale functiilor prezentate anterior, vor servi ca parametrii de
intrare pentru o noud categorie de functii MATLAB — butter, chebyl,
cheby?2 st ellip — care au drept rezultat chiar coeficientii functiei de transfer a
filtrului analogic respectiv.

B. Determinarea functiei de transfer a filtrului analogic

in MATLAB, functia de transfer a unui filtru analogic cu raspuns infinit la
impuls de ordinul n este privita sub forma:

H(s) = B(s) _  b(1)s" +b(2)s™+.....+b(n)s +b(n +1)

= = = (5.10)
A(s) s"+a(2)s" +a(3)s"+....+a(n)s+a(n+1)

butter - Filtre analogice de tip Butterworth

Sintaxe:

[b,a] = butter(n,Wn,’s’)

e proiecteaza un filtru analogic trece jos de ordinul n cu frecventa de taiere Wn
(frecventa este exprimata in radiani/secunda ); se vor returna vectorii linie b si a
de lungime n + 1 ce contin coeficientii functiei de transfer H(S) a filtrului (b
= [ b(®),b2),.....b(M),b(+D7, a = [La(),.....a(n),a(n+1)]; vezi relatia
(5.10) ); daca Wn este un vector cu doud elemente, Wn=[w1,w2], CU wl<w2, Se
va proiecta un filtru analogic trece banda de ordinul 2n, cu banda de trecere
cuprinsd intre frecventele w1l si w2; /s’ indicd faptul ca este vorba despre un
filtru analogic.

[b,a] = butter(n,Wn,’high’,’s’)
e proiecteaza un filtru analogic trece sus de ordinul n cu frecventa de tdiere Wn;
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[b,a] = butter(n,Wn,’stop’,’s’)

e Un este un vector cu doud elemente, Wn=[w1,w2] cu wl<w2 ; Se va proiecta un
filtru analogic opreste banda de ordinul 2n, cu banda de oprire cuprinsa intre
wl siw2.

chebyl - Filtre analogice de tip Cebisev 1

Sintaxe:

[b,a] = chebyl(n,Rp,Wn,’s’)

[b,a] chebyl (n,Rp,Wn,’high’ ,’s’)
[b,a] = chebyl(n,Rp,Wn,’'stop’,’s’)

e raman valabile aceleasi considerente pentru parametrii de intrare si de iesire ca
in sintaxele de la functia butter; in plus apare parametrul de intrare Rp care

reprezintd dimensiunea riplului (exprimatd in dB) din banda de trecere
(atenuarea maxima din banda de trecere).

cheby?2 - Filtre analogice de tip Cebisev I1

Sintaxe:
[b,a] = cheby2(n,Rs,Wn,’s’)
[b,a] = cheby2(n,Rs,Wn,’high’,’s’

s’)

[b,a] = cheby2(n,Rs,Wn,’'stop’,’s’)

e raman valabile aceleasi considerente pentru parametrii de intrare si de iesire ca
in sintaxele de la functia butter; in plus apare parametrul de intrare Rs care
reprezintd dimensiunea riplului (exprimata in dB) din banda de oprire
(atenuarea minima din banda de oprire).

ellip - Filtre analogice de tip eliptic (filtre Cauer)

Sintaxe:

[b,a] = ellip(n,Rp,Rs,Wn,’s’)

[b,a] ellip(n,Rp,Rs,Wn, " high’ ,’s’)

[b,a] = ellip(n,Rp,Rs,Wn,’stop’,’s’)

e raman valabile aceleasi considerente pentru parametrii de intrare si de iesire ca
in sintaxele de la functia butter; in plus apar parametrii de intrare Rp si Rs
cu semnificatiile de la functiile cheby1 si cheby?.

6
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Exemple:
1. S& se proiecteze un filtru analogic trece jos de tip Butterworth, stiind ca:
- lafrecventa F, = 2kHz atenuarea este mai mica de 1 dB, adica Rp =1dB;

- lafrecventa F, =3kHz atenuarea este mai mare de 20 dB, adica Rs =20dB;

Rezolvare Se calculeaza pulsatiile limita ale benzilor de trecere si oprire pentru
filtrul analogic:
Q. =27F, =40007 radiani/secunda

Q, =27F, =60007 radiani/secunda
si se determind ordinul si pulsatia de taiere folosind functia buttord.

Fe = 2000; Fb = 3000;

Oe = 2*pi*Fe;
Ob = 2*pi*Fb;
[n,Wt] = buttord(Oe,0Ob,1,20,'s") - n = 8

Wt= 1.4144e+004
/I ordinul filtrului analogic este n = 8 iar frecventa sa de taiere este egald cu
14144 radiani/secundd (se observd ca aceastd valoare apartine intr-adevar
intervalului [Q,,Q,]).
Valorile n si Wt obtinute reprezintd parametrii de intrare pentru functia butter
care va avea ca rezultat coeficientii functiei de transfer a filtrului analogic (vezi
sintaxa si relatia (5.23)):
[bs,as] = butter(n,Wt,'s")

Caracteristicile amplitudine-frecventa si faza-frecventa ale filtrului analogic se pot
vizualiza folosind:
fregs (bs, as)
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~C
LR
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Pe grafic se poate observa, folosind cursorul, cd la pulsatia 2, =6000z =18840
corespunzdtoare F, =3kHz, castigul filtrului este aproximativ 0.1 ceea ce
inseamna o atenuare de 20 dB.

2. Sa se proiecteze un filtru analogic trece jos de tip Cebisevl, stiind ca:
- la frecventa F, = 2kHz atenuarea este mai micad de 3 dB, adicd Rp =3dB;

- la frecventa F, =3kHz atenuarea este mai mare de 20 dB, adicd Rs =20dB;

Fe = 2000; Fb = 3000;
Oe 2*pi*Fe;
Ob = 2*pi*Fb;
[n,Wt] = cheblord(Oe,Ob,3,20,'s') — n =14
Wt= 1.2566e+04
/Il ordinul filtrului analogic este n = 4 iar pulsatia de taiere este egald cu pulsatia
limita a benzii de trecere Q, = 27F, =40007 =12566 radiani/secunda
[bs,as] = chebyl (n,3,Wt,'s")
fregs (bs, as)




5. FILTRE CU RASPUNS INFINIT LA IMPULS

Magnitude
/

10°°
10° 104 10°

Frequency (rad/s)

200

100 -

Phase (degrees)
o
I

-100 | ~_

-200
10° 104 10°
Frequency (rad/s)

De asemenea, se poate observa cu zoom-in cad in banda de trecere filtrul de tip
Cebisevl are ripluri intre 1 s1 0.7 (corespunzator atenudrii de 3dB)
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3. Sa se proiecteze un filtru analogic trece sus de tip Cebisevl, stiind ca:
- lafrecventa F, = 4kHz atenuarea este mai micd de 1 dB, adica Rp =1dB;

- lafrecventa F, = 2kHz atenuarea este mai mare de 30 dB, adica Rs =30dB;

Atentie! Fiind un filtrul trece sus, frecventa limita a benzii de trecere trebuie sa fie
mai mare decat frecventa limita a benzii de oprire

Fe = 4000; Fb = 2000;

Oe = 2*pi*Fe;

Ob = 2*pi*Fb;

[n,Wt] = cheblord(0Oe,0Ob,1,30,"'s")
[bs,as] = chebyl(n,1,Wt, 'high','s")
fregs (bs, as)
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4. Sa se proiecteze un filtru analogic trece banda de tip eliptic, stiind ca:

- intre frecventele Fe1 = 1,5kHz si Fep = 3,5kHz atenuarea este mai mica de 1 dB;

- la frecvente mai mici de Fp; = 1kHz si mai mari de Fy, = 4kHz atenuarea este
mai mare de 30 dB;

Atentie! Pentru a proiecta un filtru trece banda sau opreste banda trebuie creat cate
un vector cu doud elemente pentru frecventele limita ale benzii de trecere respectiv
pentru frecventele limita ale benzii de oprire.

Fe = [1500, 3500]; Fb = [1000, 4000];
Oe = 2*pi*Fe;

Ob = 2*pi*Fb;

[n,Wt] = ellipord(0e,Ob,1,30,'s")
[bs,as] = ellip(n,1,30,Wt, 's")

fregs (bs, as)
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El. Exercitii

1. Sa se proiecteze un filtru analogic trece sus de tip Butterworth, stiind ca:
- lafrecventa F, =2kHz atenuarea este mai mare de 40dB;

- lafrecventa F, = 4kHz atenuarea este mai micd de 1dB;

Sa se reprezinte grafic caracteristica amplitudine-frecventa si faza-frecventa ale
filtrului analogic.

Reluati problema in cazul unui filtru de tip Cebisev I, de tip Cebisev II si in cazul
unui filtru de tip eliptic. Comparati filtrele din punct de vedere al ordinului,
frecventei de tdiere si atenuarii in banda de trecere si banda de oprire.

2. Sa se proiecteze un filtru analogic opreste banda de tip Butterworth, stiind ca:
- la frecventele F,, =3kHz si F,, =7kHz atenuarea este mai mica de 1dB;

- lafrecventele F, =4kHz si F,, =6kHz atenuarea este mai mare de 40dB;

Sa se reprezinte grafic caracteristica amplitudine-frecventa si faza-frecventa ale
filtrului analogic.

Reluati problema in cazul unui filtru de tip Cebisev I, de tip Cebisev II si in cazul
unui filtru de tip eliptic. Comparati filtrele din punct de vedere al ordinului,
frecventelor de tdiere si atenudrii in banda de trecere si banda de oprire.

5.2. Proiectarea filtrelor digitale RI1 folosind metode indirecte

Un filtru digital RIl este descris in domeniul timp prin ecuatia cu diferente finite:
y[n]:ibix[n—i]—iai y[n—i] (5.11)
In aceasta situatie functia de trja:rcl)sfer devine: -
ibi 2™
H(2)=—""5— (5.12)
1+) gz
n care s-a presupus ca a, =1. -

Proiectarea unui filtru digital RIl consta in determinarea coeficientilor a; si
b, din expresia (5.12) astfel incat raspunsul la impuls al acestuia, h[n], sau

raspunsul in frecventd, H(e'”), sa aproximeze intr-un anumit mod specificatiile in
timp discret sau in frecventa impuse la proiectare.

11




5. FILTRE CU RASPUNS INFINIT LA IMPULS

Metodele indirecte de proiectare a filtrelor RIl sunt bazate pe proiectarea in
prealabil a unui filtru analogic si apoi transformarea acestuia intr-unul digital.

Pornind de la specificatiile referitoare la performantele filtrului digital,
proiectarea acestuia necesita parcurgerea urmatoarelor etape:

1. Transformarea specificatiilor dorite pentru filtrul digital in specificatii impuse
filtrului analogic prototip;

2. Obtinerea functiei de transfer a filtrului analogic prototip astfel incat sa se
realizeze specificatiile deduse la punctul 1;

3. Transformarea functiei de transfer a filtrului analogic in functia de transfer
echivalenta ca performante a filtrului digital.

Dupa obtinerea functiei de transfer H_(s) a prototipului analogic trebuie
gasitd functia de transfer H(z) a filtrului digital, operatie denumita frecvent
discretizarea filtrului analogic. Aceasta necesita in domeniul timp trecerea de la
variabila continua t la cea discretd n, ceea ce implicd pentru caracterizarea in
frecventa o transformare de la planul s la planul Z. Sunt cunoscute in literatura de
specialitate 4 asemenea proceduri si anume:

1. Metoda transformarii ecuatiei diferentiale ce leaga semnalele de intrare si iesire
ale prototipului analogic n ecuatia cu diferente finite necesara pentru
caracterizarea in domeniul timp a filtrului digital;

2. Metoda invariantei raspunsului la impuls;

3. Metoda transformarii biliniare;

4. Metoda transformarii in z adaptate.

5.2.1. Metoda invariantei raspunsului la impuls

Aceastd metoda se bazeaza pe conservarea raspunsului la impuls, in sensul
ca raspunsul la impuls al filtrului digital, notat h[n] este versiunea esantionata a

rispunsului la impuls al filtrului analogic, notat h, (t). In continuare vor fi utilizate

notatia QQ=27F pentru a desemna domeniul frecventa al filtrului analogic si
notatia @ = 22f pentru a desemna domeniul frecventa normata al filtrului digital.

Procedura de obtinere a filtrului digital prin metoda invariantei raspunsului
la impuls necesita parcurgerea urmatoarelor etape:

1. Se descompune H  (s) in fractii elementare:

Ha(s):i Ak

k=15 — Sk

(5.13)

12
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2. Se determind raspunsul la impuls al filtrului analogic, h, (t):

N N
h®)=> A I‘l{ }z > Ae*u(t) (5.14)
k=1 k k=1
3. Se determina functia pondere a filtrului digital:

N
h[n]=Th,(nT)=T> Ae*"u[n] cu u[n]=u(nT) (5.15)
k=1
4. Se calculeaza functia de transfer H(z):

H(z):ih[n]z‘”=i(TZN:Akesk”sz‘”:TleAk(iessz‘lj i TAk

=0\ k-1 k=1 n=0 al-e*z
(5.16)
Efectuand calculele se obtin coeficientii a,

Se demonstreaza ca filtrul digital reproduce raspunsul in frecventa al filtrului
analogic pe intervalul de frecventa

Qe{ e g; }@we[—ﬂ 7|

b, ai filtrului digital.

2
daca si numai daca sunt indeplinite conditiile:
h[n]=Th, (nT) (5.17)
w=0T @Q:$ (5.18)
H,(i)=0 la |Q>Q, (5.19)

Metoda da rezultate bune pentru discretizarea filtrelor analogice al caror
raspuns la impuls satisface (chiar aproximativ) conditia de semnal de banda
limitata (relatia (5.19)). Ca atare poate fi aplicata la proiectarea FTJ si FTB dar nu
si la proiectarea FTS, FOB, FTT. Exista totusi FTS, FOB, FTT obtinute pe calea
Invariantei raspunsului la impuls, prin proiectarea unui prototip analogic de tip
trece jos, discretizarea acestuia conform relatiei (5.7) si apoi transformarea filtrului
digital trece jos intr-unul trece sus sau opreste banda, folosind transformari de
frecventa adecvate.

Tn realitate functiile de transfer ale filtrelor analogice nu satisfac decat cu
aproximatie conditia (5.19), ele existand pe toata axa frecventelor, fapt care
conduce la efecte de aliere spectrald. Uneori se utilizeaza un filtru analogic trece
jos cu pantd abrupta a caracteristicii de atenuare (denumit filtru de garda), conectat
in cascada cu filtrul analogic prototip pentru a realiza conditia de raspuns in
frecventa de banda limitata al filtrului rezultant.

13
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5.2.2. Metoda transformarii biliniare

Transformarea biliniara este o transformare de la planul s la planul Z care
conserva forma algebrica (functie rationald) a functiei de transfer. Este definita prin
relatia (T reprezinta perioada de esantionare):

21—zt sT 1-z7
S=— &S —=
Ti+zt 2 1+z7

Avantajele metodei transformarii biliniare, care determind utilizarea cu
precadere a acesteia pentru discretizarea prototipului analogic, constau 1in
urmatoarele:

a) Erorile de aliere inerente metodei invariantei raspunsului la impuls sunt
eliminate deoarece intreaga axda {jQ} a planului s este transformatd in conturul

cercului unitate din planul z;
b) Transforma sisteme analogice stabile n sisteme discrete stabile (deci cerinta |
este indeplinitd);
c) Este o transformare algebricd simpld, functia de transfer a filtrului digital
obtin&ndu-se din cea a filtrului analogic prin substitutia:
H(z)=H,(s)|_21-2" (5.21)
T 14770

Existd totusi un neajuns al acestei metode constand in transformarea

neliniard a axei {jQ} a planului s in cercul de razi unitate z=e'* al planului Z.

Pentru a evalua natura si marimea neliniaritdtii se considera S= jQ 1in relatia

(5.20)

(5.10), fapt ce implica ‘Z‘ =1, adicd z=e'”. Rezulti:
4 QT

. i
Jor :1_8_. = jtan? o 0=2tn? ow=2tnt2 (5.22)
2 1+e'? 2 T 2 2

Neliniaritatea implicd restrangerea domeniului de aplicabilitate a metodei.

Aceastda metoda este indicatd atunci cand rdspunsul sistemului analogic este

constant in frecventa sau este format din portiuni pe care este aproximativ constant.

Se aplica cu succes la proiectarea FTJ, FTS, FTB, FOB, FTT.

Consideram urmatoarele forme de exprimare pentru:

- functia de transfer a unui filtru analogic:

b(D)s™ +b(2)s™ ™" +...b(m)s +b(m +1)

H(s)= - — (5.23)
a@)s"+a(2)s" +...a(n)s+a(n+1)
- functia de transfer a unui filtru digital:
-1 —(m-1) -m
I_I(Z):bd(1)+bd(2)z +...bd(m)z +bd(m+1)z (5.24)

ad()+ad(2)z'+...ad(n)z " +ad(n+1)z™"
14




5. FILTRE CU RASPUNS INFINIT LA IMPULS

5.2.3. Functiile MATLAB pentru metodele de trecere de la filtrul analogic la
filtrul digital

impinvar - Metoda invariantei raspunsului la impuls

Sintaxa:

[bd,ad] = impinvar(b,a,Fs)

e vectorii b si a vor contine valorile coeficientilor numaratorului si respectiv
numitorului functiei functiei de transfer a filtrului analogic:
b = [b(1),b(2),...b(m+1)], a = [aD),a(2),...a(n +1)] ; vezi relatia (5.23);

e F's reprezintd frecventa de esantionare exprimata in Hz; daca nu este precizata
se alege Tn mod implicit Fs = 1Hz;

o ordinul numaratorului nu poate fi mai mare decdt ordinul numitorului pentru
funcria de transfer a filtrului analogic (m<n);

e vor rezulta vectorii linie bd si ad ce vor contine valorile coeficientilor
numaratorului si respectiv numitorului functiei de transfer a filtrului digital:
bd=[bd (1),bd (2),...bd(m +1)], ad=[ad (1),ad (2),...ad (n +1)](relatia (5.24)).

bilinear - Metoda transformarii biliniare

Sintaxe:

[bd,ad] = bilinear(b,a,Fs)

e vectorii linie b si a vor contine valorile coeficientilor numaratorului si respectiv
numitorului functiei functiei de transfer a filtrului analogic:
b = [b(1),b(2),...b(m+1)], a = [a@),a(2),...a(n +1)] ; vezi relatia (5.23);

e F's reprezintd frecventa de esantionare exprimata in Hz;

o ordinul numaratorului nu poate fi mai mare decdt ordinul numitorului pentru
funcria de transfer a filtrului analogic (m<n);

e vor rezulta vectorii linie bd si ad ce vor contine valorile coeficientilor
numadratorului si respectiv numitorului functiei de transfer a filtrului digital:
bd=[bd (1),bd(2),...bd(m +1)], ad=[ad (1),ad (2),...ad (n + )] (relatia (5.24)).

Pasii care sunt urmati in proiectarea indirecta a filtrelor digitale RII sunt
prezentati Tn tabelul 1.

15
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Tabelul 1
Pas Functie Matlab utilizata
I) Proiectare filtru analogic: buttord
cheblord .
* aflare n si Wn [n, Wnl=9 Lepoorg( (WP, Ws,RP,Rs, 's")
ellipord

butter (n,Wn, 's"')
chebyl (n,Rp,Wn, 's'")
cheby2(n,Rs,Wn, 's")
ellip(n,Rp,Rs,Wn,'s")

* proiectare [b, al=

I1) Transformare Ha(s) in H(z)
a) metoda invariantei
raspunsului la impuls

w=0T =0=2
=

[bd, ad]=impinvar (b, a,Fs)

Sau
sau

b) transf;)rmarea biliniara or [bd, ad]=bilinear (b,a,Fs)
0=2tn? coe=2tan'
T 2 2

Exemple:

1. Sa Fs)e proiecteze prin metoda invariantei raspunsului la impuls un filtru digital
trece jos de tip Butterworth, stiind ca:

- lafrecventa F, = 2kHz atenuarea este mai micd de 1 dB, adica a,, =1dB;

- lafrecventa F, =3kHz atenuarea este mai mare de 20 dB, adicd a,, =20dB;

- frecventa de esantionare este F, = 20kHz.

2. Reluati problema precedenta folosind metoda transformatei biliniare.

Rezolvare 1. Se determina in primul rand frecventele limita normate ale benzilor
de trecere si oprire
F : F

w, =2r—2=0,27 si w, =2r—>=0,37
F F

S S

16
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Tinand cont de legdtura dintre cele doud axe de frecventa (vezi relatia (5.18)) se
calculeaza pentru filtrul analogic:

o, . <
Q, = _I_—e =w,F, =40007 radiani/secunda
S
@, . <
Q = T - @, F, =60007 radiani/secunda
S
Fs = 20000; Fe = 2000; Fb = 3000;
Oe = 2*pi*Fe;
Ob = 2*pi*Fb;

Avem acum toti parametrii de intrare ai functiei buttord utilizata pentru
determinarea ordinului filtrului analogic si a frecventei sale de taiere (vezi sintaxa):
[n,Wt] = buttord(0Oe,0Ob,1,20,"'s") - n = 8

Wt= 1.4144e+004
/[ ordinul filtrului analogic este n = 8 iar frecventa sa de taiere este egala cu
14144 radiani/secunda (se observa ca aceasta valoare apartine Tintr-adevar
intervalului [Q,,Q,]).
Valorile n si Wt obtinute reprezinta parametrii de intrare pentru functia butter
care va avea ca rezultat coeficientii functiei de transfer a filtrului analogic (vezi
sintaxa si relatia (5.23)):
[bs,as] = butter (n,Wt, 's"'")

Caracteristicile amplitudine-frecventa si faza-frecventa ale filtrului analogic se pot
vizualiza folosind functia f regs (asemanator cu freqz); vezi help fregs.
figure (1), fregs(bs,as)

10°

Magnitude
>
&

10° 10 10°
Frequency (rad/s)

10° 104 10°
Frequency (rad/s)
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Acesti doi vectori, bs si as, rezultati in urma comenzii precedente, vor servi drept
argumente de intrare pentru functia impinvar care va calcula valorile

coeficientilor functiei de transfer a filtrului digital dorit (vezi sintaxa si relatiile
(5.23) si (5.24)):

[bd, ad]=impinvar (bs, as, Fs)

bd =

0.0000 0.0000 0.0006 0.0035 0.0045 0.0014 0.0001 0.0000
0

ad =

1.0000 -5.4793 9.2601 -11.3858 9.0379  -5.7181 1.5759  -0.3070
0.0266

Caracteristicile amplitudine-frecventa si faza-frecventa ale filtrului digital se pot
vizualiza folosind functia freqgz:
figure (2), fregz (bd,ad)

50 T

0

-50 | T

-100 | T

Magnitude (dB)

-150

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Normalized Frequency (xr rad/sample)

0~
-200 -
-400 - N

-600 | —

Phase (degrees)

800 L L L L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Normalized Frequency (x rad/sample)

Functia pondere a filtrului se poate vizualiza folosind comanda impz:
figure (3),impz (bd,ad),grid

Impulse Response
0.25 P T p‘

02 °
0.15 -

0.1

ot
A aen

Amplitude

-0.05 -

-0.1

. . | . . |
0 10 20 30 40 50 60 70
n (samples)
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Pentru a verifica pe cale grafica stabilitatea filtrului digital obtinut (toti polii
trebuie sa fie in interiorul cercului de raza unitate) putem folosi functia zplane,

vizualizand numai valorile polilor functiei de transfer:
figure (4),zplane(1l,ad)

s
0.8+
0.6 -
0.4+ x
02+

0r @]

Imaginary Part
X X X X

02Ff
0.4 X
06}
08}

Ak

, . . .
-1 -0.5 0 0.5 1
Real Part

Rezolvare 2. Metoda transformatei biliniare presupune transformarea axei de
frecventa conform relatiei (5.22):

2
Q :—tan&:ZFstan&

T 2 2

e
S

Q, = 2tan
T, 2

0
=2F tan—>
X 2
Valorile pentru pulsatiile digitale w, si o, sunt:
we=2*pi*Fe/Fs;
wb=2*pi*Fe/Fs;

Oe=2*Fs*tan (we/2) ;
Ob=2*Fs*tan (wb/2) ;

Se vor urma aceiasi pasi ca in cazul metodei invariantei raspunsului la impuls,
prezentata in problema precedenta:

[n,Wt]=buttord(0Oe,0b,1,20,"'s")

[bs,as]=butter (n,Wt,’s’)

[bd, ad]=bilinear (bs, as, Fs)

Se observa ca ordinul filtrului va fi n = 7, deci mai mic cu o unitate decat la
metoda invariantei raspunsului la impuls.

19




5. FILTRE CU RASPUNS INFINIT LA IMPULS

E2. EXxercifii:

1. Sa se proiecteze prin metoda transformatei biliniare un filtru digital trece sus de
tip Butterworth, stiind ca:
- lafrecventa F, =2kHz atenuarea este mai mare de 40dB;

- lafrecventa F, = 4kHz atenuarea este mai mica de 1dB;
- frecventa de esantionare este F, = 24kHz.

Sa se reprezinte grafic:

- caracteristicile amplitudine-frecventa si faza-frecventa ale filtrului analogic si
ale filtrului digital obtinut;

- raspunsul la impuls al filtrului digital;

- pozitionarea in planul Z a polilor functiei de transfer a filtrului digital;

Se poate realiza proiectarea si prin metoda invariantei raspunsului la impuls?

2. Reluati problema 1 in cazul unui filtru de tip Cebisev I. Comentati diferentele
obtinute.

3. Reluati problema 1 n cazul unui filtru de tip Cebisev Il. Comentati diferentele
obtinute.

4. Reluati problema 1 in cazul unui filtru de tip eliptic. Comentati diferentele
obtinute.

5. Se considera un filtru trece jos de tip Butterworth, de ordinul 3, avand frecventa

de taiere F, =4kHz. Sa se determine functia de transfer H(z) a filtrului digital

obtinut:

a) prin metoda invariantei raspunsului la impuls;

b) prin metoda transformarii biliniare.

Se va considera frecventa de esantionare F, = 40kHz.

Sa se reprezinte grafic:

- caracteristicile amplitudine-frecventa si faza-frecventa ale filtrului analogic si
ale filtrului digital obtinut;

- raspunsul la impuls al filtrului digital;

- pozitionarea in planul Z a polilor functiei de transfer a filtrului digital;

6. Reluati problema 5 in cazul unui filtru de tip Cebisev I cu o atenuare maxima in
banda de trecere de 1dB. Comentati rezultatele obtinute.
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7. Reluati problema 5 in cazul unui filtru de tip Cebisev II cu o atenuare minima in
banda de oprire de 40dB. Comentati rezultatele obtinute.

8. Reluati problema 5 in cazul unui filtru de tip eliptic cu o atenuare minima in
banda de oprire de 40dB si o atenuare maxima in banda de trecere de 1dB.
Comentati rezultatele obtinute.

9. Sa se proiecteze prin metoda invariantei raspunsului la impuls un filtru digital
trece banda de tip Butterworth, stiind ca:
- lafrecventele F, =4kHz si F,, = 6kHz atenuarea este mai mica de 1dB;

- lafrecventele F, =3kHz si F,, = 7kHz atenuarea este mai mare de 40dB;
- frecventa de esantionare este F, = 20kHz.

Sa se reprezinte grafic:

- caracteristicile amplitudine-frecventa si faza-frecventa ale filtrului analogic si
ale filtrului digital obtinut;

- raspunsul la impuls al filtrului digital;

- pozitionarea in planul Z a polilor functiei de transfer a filtrului digital;

Rezolvati problema folosind si metoda transformatei biliniare.

10. Reluati problema 9 in cazul unui filtru de tip Cebisev |I. Comentati diferentele

obtinute.

11. Reluati problema 9 in cazul unui filtru de tip Cebisev 1. Comentati diferentele
obtinute.

12. Reluati problema 9 in cazul unui filtru de tip eliptic. Comentati diferentele
obtinute.

13. S& se proiecteze prin metoda transformatei biliniare un filtru digital opreste

banda de tip Butterworth, stiind ca:

- lafrecventele F,, =3kHz si F,, = 7kHz atenuarea este mai micd de 1dB;

- lafrecventele F, =4kHz si F,, =6kHz atenuarea este mai mare de 40dB;

- frecventa de esantionare este F, = 20kHz.

Sa se reprezinte grafic:

- caracteristicile amplitudine-frecventa si faza-frecventa ale filtrului analogic si
ale filtrului digital obtinut;

- raspunsul la impuls al filtrului digital;

- pozitionarea in planul Z a polilor functiei de transfer a filtrului digital;

Se poate realiza proiectarea si prin metoda invariantei raspunsului la impuls?
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14. Reluati problema 13 in cazul unui filtru de tip Cebisev I. Comentati diferentele
obtinute.

15. Reluati problema 13 in cazul unui filtru de tip Cebisev 1I. Comentati diferentele
obtinute.

16. Reluati problema 13 in cazul unui filtru de tip eliptic. Comentati diferentele
obtinute.

17. Sa se proiecteze un filtru digital trece jos pornind de la un filtru analogic de tip
Butterwoth de ordinul 2 si frecventa de taiere F, =5kHz. Frecventa de esantionare

este F, =40kHz. Se vor folosi:

a) metoda invariantei raspunsului la impuls;
b) metoda transformarii biliniare.
Reluati problema pentru cazul unui filtru trece sus. Ce observati?

5.3. Proiectarea directa in Matlab a filtrelor RII

Functiile MATLAB buttord, cheblord, cheb2ord si ellipord

prezentate Tn cadrul sectiunii precedente, permit determinarea ordinului minim si a
frecventei de taiere a filtrelor digitale. In MATLAB, functia de transfer a unui
filtru digital RII de ordinul n este privita sub forma:

B(z) _  b@+b(2)z™" +....+b(n)z "V +b(n+1)z”"

H(Z):A(z) 1+a(Qz ' +a@)z ? +.....+a(mz " +an+1)z"

(5.26)

Sintaxa generald:

[n,Wn]=nume_ functie (Wp,Ws,Rp,Rs)

e nume functie poate fi oricare dintre functiile buttord, cheblord,
cheb2ordsiellipord;

e Rp reprezintd dimensiunea riplului (exprimatd in dB) din banda de trecere
(atenuarea maxima din banda de trecere) iar Rs reprezinta dimensiunea riplului
(exprimata in dB) din banda de oprire (atenuarea minima din banda de oprire);
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e Wp si Ws sunt frecventele limita benzilor de trecere si de oprire; ele au valori
cuprinse intre 0 si 1, unde 1 corespunde jumatatii frecventei de esantionare,
calculul facandu-se astfel:

Frecventa[Hz] / (Frecventaegantionare[HZ]/2);
in cazul filtrelor trece bandi si opreste banda Wp si Ws vor fi vectori cu doua
elemente;

e se Vvor returna:

1) ordinul minim n al unui filtru digital de tipul corespunzitor dat de
nume functie, ce satisface conditiile de gabarit impuse prin Wp, Ws, Rp,
Rs;

2) frecvensa de taiere Wn (frecventa la 3 dB) a aceluiasi filtru; Tn cazul filtrelor
trece banda si opreste banda Wn va fi un vector cu doud elemente deoarece
aceste filtre prezinta doua zone de taiere.

De asemenea, functiile MATLAB butter, chebyl, cheby2, ellip
permit proiectarea directd a filtrelor digitale RIl (pe baza aproximarii Cebisev
direct in domeniul digital). Sintaxele sunt asemdnatoare cu cele prezentate pentru
cazul filtrelor analogice cu deosebirea ca dispare parametrul de intrare ’ s’ (care
preciza ca este vorba de un filtru analogic) iar frecventele Wn au valori cuprinse
intre 0 si 1, unde 1 corespunde jumatatii frecventei de esantionare, calculul
facandu-se dupa regula anterioara:

Frecventa[Hz] / (Frecventaegntionare[HZ]/2).
Verificasi sintaxele acestor functii folosind comanda he1p.

Pasii care sunt urmati in proiectarea directa a filtrelor digitale RII sunt prezentati Tn
tabelul 2.

Tabelul 2

Pas Functie Matlab utilizata
buttord
cheblord

* 1 —
aflare n si Wn [n, Wn]= cheb?ord (Wp, Ws, Rp, RS)

ellipord

butter (n,Wn)
chebyl (n, Rp, Wn)
cheby2(n, Rs, Wn)
ellip(n,Rp,Rs,Wn)

* proiectare [bd, ad]=
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E3. Exercirii:

1. Rezolvati problemele 1-4 si 9-16 din cadrul exercitiilor E2 prin proiectare
directa cu ajutorul functiilor MATLAB prezentate.
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